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第一章 章末习题

丱、选择题
丨丱丩乂
由数列收敛定义可知对于 ∀ε > 0 ∃N ∈ N+, n > N 都满足 xn ∈ (a −

ε, a + ε)，则数列收敛于 乡，所以如果数列收敛，则有无穷多个 xn满足 xn ∈
(a− ε, a+ ε)。而无穷不能代表所有。

举例xn =

{
1
n

n为奇数

丱 n为偶数
满足对于 ∀ε无穷个 xn ∈ (−ε,+ε)但无法保证

数列收敛于丰。综上可知，前不能推后，后能推前。所以是必要但不充分的条
件。

F 提一下一个与此题关系不大却很重要的知识点両両両我们中学阶段学的是
充分和必要条件，但是在做大学证明题的时候要说明充分性和必要性，很多

人把这两者搞混。这里说一下什么是充分性和必要性。充分性是指由条件⇒
结论，而必要性就是反过来。

我们来实际应用一下：

证明“乁的充要条件是乂”充分性：乂⇒乁，必要性乁⇒ 乂
证明“乁是乂的充要条件”充分性：乁⇒ 乂，必要性乂⇒ 乁

丨串丩乄
当 cn和 an均存在极限的时候，才满足夹逼定理的条件， bn才会存在极

限。

举个反例，cn = n + 1
n
，an = n − 1

n
， bn = n，满足题干中的条件，但

是bn不存在极限。

丨丳丩乄
该题为丱丹丹丸年数二考研题，对于这道题，乄容易看出是最难以挑出毛病

的，剩下三个选项需举出反例，以下反例虽对于刚入门高数的人来说确实难

想到，但是学完所有知识后，是很容易列举出的。

乁：如果xn = n，yn = 1
n2，此时xn发散，yn收敛，故乁不正确

仲英书院学业辅导中心



串 第一章 章末习题

乂：取xn = [1+(−1)n]n，yn = [1−(−1)n]n，则 lim
n→∞

xnyn = 0，且{xn}和{yn}均
无界，故乂不正确

乃：取xn = 1
n2，yn = n，则 lim

n→∞
xnyn = 0，且{xn}有界，但{yn}不是无

穷小，故乃不正确

乄：由 lim
n→∞

xnyn = 0知，{xnyn}为无穷小，故当{ 1
xn
}为无穷小时，yn =

{(xnyn) · 1
xn
}为无穷小，故正确，

丨临丩乄

乁：错误，反例：若{xn}为丱，丰，丳，丰，丵，……，{yn}为丰，串，丰，临，丰，
丶，……

乂：错误：反例取xn = n sin 丱
n
，yn = 1

sin 1
n

，必有无界函数，但不一定趋

于无穷大

乃：错误，假设xn = 1
n2有界，yn = n无界，则xnyn = 1

n
有界

乄：正确

丨丵丩乄

取x = 1
2nπ

, x = 1
π
2 +2nπ

可知极限为丰和无穷、因此函数震荡，无界但不趋
于无穷

丨丶丩乄

乁：错误，若ϕ(x) = sgnx，f(x) = ex，则ϕ(f(x)) ≡ 1无间断点

乂：错误，若ϕ(x) =

{
1 , x ∈ Q
−1 , x ∈ R\Q

，则[ϕ(x)]2无间断点

仲英书院学业辅导中心



丳

乃：错误，例子同乂，ϕ(x) =

{
1 , x ∈ Q
−1 , x ∈ R\Q

，f(x) = x2，则f(ϕ(x))无

间断点

乄：正确，反证法，若ϕ(x)
f(x)
无间断点，因为f(x)连续，则ϕ(x) = ϕ(x)

f(x)
·

f(x)也连续，与已知矛盾。

丨丷丩乂
当x→ 0+时， lim

x→0+

2+e
1
x

1+e
4
x

= lim
x→0+

e
1
x

e
4
x

= 0， lim
x→0+

sin x
|x| = lim

x→0−

sin x
x

= 1；

当x→ 0+ 时， lim
x→0−

2+e
1
x

1+e
4
x

= 2+0
1+0

= 2， lim
x→0−

sin x
|x| = lim

x→0−
− sin x

x
= −1。所

以 lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x)，乸丽丰是可去间断点。

丨丸丩乄
由 lim
x→−∞

f(x) = 0得，乢丼丰。当乡丼丰是必存在一点使得分母a + ebx = 0，此

时出现函数的一个间断点。所以a > 0。所以选乄

丨丹丩乃
可去间断点是在分子分母都为丰的时候取到，所以乸丽丱时分母也为丰，所

以乢丽中乥。
跳跃间断点在乸丽丰时，函数两边极限不一致取到，但要保证分子不为丰。

所以a 6= 0。故选乃

串、将f(x) = sinx中的乸替换成ϕ(x)得到f(ϕ(x)) = sinϕ(x) = 1 − x2，两边取

反函数得到ϕ(x) = arcsin(1−x2)。正弦函数值域为乛中丱丬丱九丬所以−1 6 1−x2 6 1，

解得定义域为乛−
√

2丬
√

2九

丳、 丨丱丩从题目中很明显看出是进行放缩，再通过夹逼准则求得极限，多个分式
相加，放缩的目标是将分母统一。

1 + · · · · · ·+ n

n2 + n+ 1
6

丱
n2 + n+ 1

+
串

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n
6

1 + · · ·+ n

n2 + n+ n

由等差数列求和公式得

n2 + n

2(n2 + n+ n)
6

丱
n2 + n+ 1

+
2

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n
6

n2 + n

2(n2 + n+ 1)

lim
n→∞

n2 + n

2(n2 + n+ n)
6原式 6 lim

n→∞

n2 + n

2(n2 + n+ 1)

仲英书院学业辅导中心



临 第一章 章末习题

上下同时除以n2得

lim
n→∞

1 + 1
n

2(1 + 1
n

+ 1
n

)
6原式 6 lim

n→∞

1 + 1
n

2(1 + 1
n

+ 1
n2 )

故原式丽 1
2

丨串丩方法一：看到e 1
n和 e

1
n+1是同一个函数ex变化得到，故可以考虑用拉格朗日

中值定理，

在乛e 1
n 丬e

1
n+1 九上存在一点ξ使得e 1

n − e 1
n+1 = ( 1

n
− 1

n+1
)eξ

代入原式化简得 n2

n(n+1)
eξ，上下同时除以n2得 1

1+ 1
n

eξ，当乮趋近于无穷时，
ξ趋近于丰，原式丽丱
方法二：利用ex − 1 ∼ x的等价无穷小来做，注意指数部分的乸一定要趋

近于丰，遇到诸如e 1
n − e 1

n+1这样的式子，把e
1

n+1提出来是比较常用的方法丮提
出后得到n2e

1
n+1 (e

1
n−

1
n+1 − 1)，等价无穷小代换得到 n2

n(n+1)
e

1
n+1，上下同除n2

，将乮趋于无穷带入得到原式丽丱

丨丳丩看到分子是两个根式相减，要对其进行分子有理化，因为把乸趋近的值代入
相减的两个式子结果为零，不能直接代入；而如果有理化后根式变到分母上

成为相加的形式，此时将乸趋近的值代入不为丰，这样带根号的式子就去掉了。
这里注意有些时候乸必须要在式子化到最简的时候，也就是代入之后直接出现
所求结果的时候才能代入，而有时候乸在式子没有化到最后一步的时候就能带
入。接下来几道题还会出现这种问题。到底什么时候可以代入，什么时候不

可以代入。我会在本章节习题答案最后为大家解答。

分母上sinx ∼ x，并进行分子有理化，原式丽lim
乸→0

tan x−sin x
x3(
√

1+tan x+
√

1+sin x)

将乸趋近于丰代入至
√

1 + tanx+
√

1 + sinx，则原式丽 lim
乸→0

tan x−sin x
2x3

由于tanx − sinx ∼ x3

2
（推导过程tanx − sinx = tanx(1 − cosx)，建议

大家直接记住等价无穷小，有能力再记忆一下前三项的麦克劳林展开），则原

式丽 1
4

丨临丩法一、由洛必达法则得到
原式丽 lim

乸→1

1+2x+···nxn−1

1
丽 1 + 2 + · · ·n丽 n(n+1)

2

法二、xk − 1 = (x− 1)(1 + x+ · · ·+ xk−1)

原式 丽 lim
x→1

n∑
k=1

(xk−1)

(x−1)
= lim

x→1

n∑
k=1

(1 + x+ · · ·+ xk−1) =
n∑
k=1

k = n(n+1)
2
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丵

丨丵丩对于底数和指数均含乸的式子要用xx = ex ln x达到指数和底数在同一部分的

目的

原式丽

lim
x→0

ex ln(1+2 sin x) − 1

x2
= lim

x→0

x ln(1 + 2 sinx)

x2
= lim

x→0

ln(1 + 2 sinx)

x
= lim

x→0

2 sinx

x
= 2

丨丶丩此题时（串）和（丵）综合，处理方法相同，先将指数和底数放到一起，分
子再提出乥x ln a，利用ex − 1 ∼ x的等价无穷小来做
原式丽

lim
x→0

ex ln(a+x) 中 乥x ln a

x2
= lim

x→0

乥x ln a(ex ln x+a
a 中 丱丩

x2
= lim

x→0

乥x ln ax ln(1 + x
a
)

x2
=

lim
x→0

乥x ln a ln(1 + x
a
)

x
= lim

x→0

乥x ln a x
a

x
(乐丮乓丮 : ln(1 + x) ∼ x) =

1

a

临、

e2x2

− ln[e(1 + x2)] = e2x2

− ln(1 + x2)− 1 = 2x2 − x2 + o(x2) = x2 + o(x2)

注意这里几个式子是加减关系而不是乘除关系，用等价无穷小不太严谨，所

以用带皮阿诺余项的麦克劳林展开。若与axn是等价无穷小，两者比值的极限

应该是丱，故乡丽丱，乮丽串

丵、对于给定函数是以极限的形式存在时，一般会先将极限求出来，再去分
析具体函数的特征。延续前面几题中指数和底数放在一起的思路， f(x) =

lim
t→x

e
x

sin t−sin x (ln sin t−ln sin x)，由拉格朗日中值定理得，在乛乳乩乮乴丬乳乩乮乸九存在使

ln sin t− ln sinx

sin t− sinx
= (lnx)′|x=ξ =

1

ξ

，当乴趋近于乸时ξ趋近于乳乩乮乸，所以 x
sin t−sin x

(ln sin t−ln sinx)丽 x
sin x
，所以f(x) =

e
x

sin x，间断点有乸丽丰，为可去间断点；
x = nπ, n ∈ Z且n 6= 0，为无穷间断点。

丶、乮趋于无穷时，函数可能在乸丽丱或中丱处发生突变。保证在这两点连续，则函
数在整个定义域上连续。

f(x) =


1+a+b

2
, x = 1

ax2 + bx = a+ b , x→ 1−

1
x

= 1 , x→ 1+

仲英书院学业辅导中心



丶 第一章 章末习题

得到 1+a+b
2

= a+ b = 1

f(x) =


−1+a−b

2
, x = 1

ax2 + bx = a− b , x→ −1−

1
x

= −1 , x→ −1−

得到−1+a−b
2

= a− b = −1

解得乡丽丰，乢丽丱

丷、科普下银行利率的知识，利率分名义利率和实际利率，利率都是按年来表
示，但是利率的结算却可能是按月或按季，题目中丹严是名义利率，每年四次
付息，所以每次付息的利率是丹严丯临，假设存入丱丰丰元，银行按复利计算，到第
一年年底收到的其实要比丱丰丰丨丱丫丹严丩要多。实际上收到100(1 + 9%

4
)4，这个真

正结算钱时算出的利率(1 + 9%
4

)4 − 1就叫做实际利率。

丨丱丩 x(1 + 9%
4

)40 = 12000，解得乸丽临丹串丷丮丷丵
丨串丩复利是连续的意思就是在每一个细小的时间段里都在结算着利息，要用到
极限。

设一年内结算乮次利息，则 lim
n→∞

x(1 + 9%
n

)10n = 12000，化简得xe
9
10 =

12000。解得乸丽临丸丷丸丮丸临
F补充两个常用极限 lim

x→∞
(1 + a

x
)x = ea， lim

n→0
(1 + ax)

1
x = ea

丸、设f(x) = xn+nx−1，f ′(x) = nxn−1 +n > 0，单调递增，f(0) = −1 < 0，

f(1) = n > 0，由零点存在定理可知，在（丰，丱）区间必存在唯一正实根丮，
即f(xn) = xnn + nxn − 1 = 0，整理得0 < xn = 1−xnn

n
< 1

n
，根据夹逼定理，

lim
n→∞

xn = 0

丹、反证法：设ϕ(x) = f(x) +x，则ϕ(x)连续，假设不存在这样的ξ使得ϕ(ξ) =

0，ϕ(x)恒大于丰，乸丼丰时， f(x)
x

< −1，当该式存在极限时 lim
x→−∞

f(x)
x

< 0；当

这个极限不存在， 乸趋于无穷时， f(x)
x
的值也恒小于中丱，与 lim

x→∞
f(x)
x

= 0矛盾，

所以存在题目中的点使得f(ξ) + ξ丽丰

最后解答一下极限运算时候抛出的那个问题，什么时候可以将趋近的数

代进原式，这个问题的根本思维还是极限的四则运算，把一个数代进去意味

着把极限拆开成两部分，算出一部分的极限。那么现在要解决的问题就是什

么时候极限可拆，什么时候极限不可拆。答案是如果拆开变成的两个部分极

仲英书院学业辅导中心



丷

限均存在（不趋于无穷），那么这个极限就可拆。我们现在具体到加减和乘除

两种情况来分析。

乐乡乲乴丱：如果是两部分加减的形式。那么只要被拆开的一部分极限存在也
就是把数代进去的那一部分不趋于无穷，那么这个极限可拆。原理如下

存在±存在丽存在存在±不存在丽不存在
题目让求的极限一定是存在的，拆开后一个部分极限存在，则另一部分

极限也必定存在。

乐乡乲乴串：如果是两部分相乘除的形式，那么拆开的每一部分极限存在且不
能是丰。
原理是：题目让求的极限一定是存在的，如果拆开的一步部分是丰，则另

一部分有可能是无穷，也就是极限不存在，那么此时不能把极限拆开。注意这

里只是可能是无穷，不像第一种情况那样是绝对的。解释下为什么会有这种

情况：如果让求的极限不为丰（假设是丱），那么拆开的一部分是丰，另一部分
一定是无穷，因为另一部分如果不是无穷，则丰乘一个具体的数最后结果是丰，
与条件矛盾；如果让求的极限是丰，拆开的一部分是丰，另一部分可能是丰也可
能是无穷。为了保证正确率，我们遇到这种情况最好继续运算到有把握的地

方再去代入。

错误示例：求

lim
x→0

sinx− x cosx

x− sinx

由于cos 0 = 1，则 lim
x→0

sin x−x cos x
x−sin x

= lim
x→0

sin x−x
x−sin x

= −1

错误分析： lim
x→0

sin x
x−sin x

− x
sin x
· cosx，此时既要满足 lim

x→0

sin x
x−sin x

存在，还要

满足 lim
x→0

x
sin x
和 lim
x→0

cosx存在且不为零。根据麦克劳林展开

lim
x→0

sinx

x− sinx
= lim

x→0

x− x3

6
+ o(x3)

x3

6
+ o(x3)

不存在，所以该极限不能拆开。

正确示例：求

lim
x→0

sinx

(1 + cosx) ln(1 + x)

由于cos 0 = 1，

lim
x→0

sinx

(1 + cosx) ln(1 + x)
= lim

x→0

sinx

2 ln(1 + x)
=

x

2x
=

1

2

正确分析：

lim
x→0

sinx

(1 + cosx) ln(1 + x)
= lim

x→0

1

1 + cosx
· sinx

ln(1 + x)
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丸 第一章 章末习题

此时要满足 lim
x→0

1
1+cos x

存在且不为零，满足条件则可以代入。
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丱、选择题
丨丱丩 乄

f(0) = 0 · g(0)，∵∵g(x)是有界函数，∴∴ lim
x→丰−

f(x) = 0，∴∴右极限存

在，

由洛必达法则： lim
x→丰 丫

f(x) = lim
x→0+

1−cos x√
x

= lim
x→0+

sin x
1

2
√
x

= 0

∴∴ lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x) = f(0) = 0，

因此f(x)在处极限存在且连续，故乁、乂错；
∵∵ lim

∆x→0+

f(0+∆x)−f(0)
∆x

= lim
∆x→0+

1−cos ∆x√
∆x

−0

∆x
= lim

x→0+

sin x
3
2

√
x

= lim
x→0+

x
3
2

√
x

= 0

且 lim
∆x→0−

f(0+∆x)−f(0)
∆x

= lim
∆x→0−

∆x2g(∆x)−0
∆x

= ∆xg(∆x) = 0 = lim
∆x→0+

f(0+∆x)−f(0)
∆x

∴∴f(x)在x = 0处可导，故乃错，乄正确。

丨串丩乁
∵∵ f(x)可导，∴∴f(x)是连续函数，

要使F (x)在x = 0处可导，则 lim
∆x→0

F (0+∆x)−F (0)
∆x

存在，

即 lim
∆x→0

f(∆x)(1+|sin ∆x|)−f(0)
∆x

存在，

即 lim
∆x→0

f(∆x)−f(0)+f(∆x)|sin ∆x|
∆x

存在，

∵∵ f(x)可导，∴∴ lim
∆x→0

f(∆x)−f(0)
∆x

存在，∴∴ lim
∆x→0

f(∆x)|sin ∆x|
∆x

存在。

又∵∵ lim
∆x→0+

f(∆x)|sin ∆x|
∆x

= lim
∆x→0+

f(∆x) sin ∆x
∆x

= lim
∆x→0+

f(∆x) = f(0)，

lim
∆x→0−

f(∆x)|sin ∆x|
∆x

= lim
∆x→0−

f(∆x)(− sin ∆x)
∆x

= lim
∆x→0−

−f(∆x) = −f(0)

∴∴ f(0) = −f(0)，∴∴ f(0) = 0。

丨丳丩乃
∵ x ∈ (−δ, δ)时，|f(x)| 6 x2， ∴ −x2 6 f(x) 6 x2，

x = 0时，f(0) = 0

由夹逼准则：0 = lim
x→0

(−x2) 6 lim
x→0

f(x) 6 lim
x→0

x2 = 0，∴ lim
x→0

f(x) = 0 =

f(丰)，
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∴ f(x)在x = 0处连续，故乁错；

lim
∆x→0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

f(∆x)

∆x

由夹逼准则：

lim
∆x→0+

−∆x2

∆x
6 lim

∆x→0+

f(∆x)

∆x
6 lim

∆x→0+

∆x2

∆x

∵ lim
∆x→0+

−∆x2

∆x
= lim

∆x→0+

∆x2

∆x
= 0，∴ lim

∆x→0+

f(∆x)
∆x

= 0，

同理可证：∴ lim
∆x→0−

f(∆x)
∆x

= 0，

∴ lim
∆x→0−

f(∆x)
∆x

= 0在x = 0处可导，且f ′(0) = 0，故选乃。

丨临丩乂
∵ f(x)在x = 0处可导，且f(0) = 0，

∴ f ′(0) = lim
∆x→0

f(0+∆x)−f(0)
∆x

= lim
x→0

f(x)
x
6= 0，

且 lim
x→0+

f(x)
x

= lim
x→0−

f(x)
x

∴ lim
x→0

F (x) 6= 0，

又∵ F (0) = 0,∴F (x)在x = 0处不连续，

∵ lim
x→0−

F (x) = lim
x→0+

F (x)，∴ x = 0是F (x)的第一类间断点。

丨丵丩乃
∵ f(x)在(−∞,+∞)内可导，且对任意x1 > x2，都有f(x1) > f(x2)，

∴ f(x)在(−∞,+∞)上单调递增，

∴对任意的x，∴

令t = −x，则f ′(x) = f ′(−t) > 0， ∵ t是R上任意实数，

∴ f ′(−x) > 0，即对任意的x，f ′(−x) > 0，

故乃正确。

丨丶丩乄
∵ f(x)在x = 0某个邻域内连续，且f(0) = 0, lim

x→0

f(x)
1−cos x

= 2。

∴由保号性可知：0 < x < δ时，f(x) > 0,−δ < x < 0时，f(x) > 0；

∴ x ∈ (−δ, δ)时，f(0)是极小值，故乃错误，乄正确；
lim
x→0

f(x)
1−cos x

= lim
x→0

f(x)
1
2x

2 = 2,∴ lim
x→0

f(x)
x2 = 1fi ∴ lim

x→0

f(x)
x

x
= 1；

∵ lim
x→0

x = 0，∴ lim
x→0

f(x)
x

= 0= lim
x→0

f(x)−f(0)
x

∴f(x)在x = 0处可导，且f ′(x) = 0，
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∴乁、乂错误。

丨丷丩乂
∵ f(x)有二阶连续导数，且f ′(0) = 0, lim

x→0

f ′(x)
|x| = 1，

∴取δ → 0+, 0 < x < δ时，|x| > 0,∴ f (2)(x) > 0；

−δ < x < 0时，|x| > 0，∴ f (2)(x) > 0，且 lim
x→0

f (2)(x) = lim
x→0
|x| = 0，

∴ f (2)(0) = 0，

∴ (0, f(0))不是y = f(x)的拐点，

∴在(−δ, δ)上f ′(x)单增，

∵ f ′(0) = 0,∴ x ∈ (−δ, 0)时，f ′(x) < 0；x ∈ (0, δ)时，f ′(x) > 0，

∴ f(0)是f(x)的极小值，故乂正确。

丨丸丩乃
设图中零点分别为x1, x2, x3（x1 < x2 < 0 < x3）

由图像可知：f(x)在(−∞, x1)上单调递增，在(x1, x2)上单调递减，

在(x2, 0)上单调递增，在(0, x3)上单调递减，在(x3,+∞)上单调递增，

∵ f(x)在(−∞,+∞)内连续，

∴ x1, 0是极大值点，x2, x3是极小值点，故乃正确。

丨丹丩乃
曲线y = f(x)的拐点(x0, 0)满足条件：f (2)(x0) = 0, f (3)(x0) 6= 0, f (串)(x) =

串(x−2)(x− 3)3(x− 4)4+丳(x− 2)2(x− 3)串(x− 4)4+临(x− 2)2(x− 3)3(x− 4)丳+

(x− 1) 丨多项式丩
∴ f (串)(丱) 6= 0，排除乁；
f (串)(x) = 串(x− 丱)(x− 3)3(x− 4)4 + (x− 串)丨多项式丩，
∴ f (串)(串) 6= 0，排除乂；
f (丳)(x) = 丶(x− 丱)(x− 串)串(x− 4)4 + (x− 丳)()，
∴ f (丳)(丳) 6= 0，乃正确；
f (丳)(x) = (x− 4)，∴ f (丳)(4) = 0，排除乄。
（此题注重对式子求导后结构的分析，而非一直求导算到底，运用巧劲

会使求解过程简单很多）

丨丱丰丩乁
对y = f(x) ln f(x)求导，得：y′ = f ′(x) ln f(x) + f ′(x)丽 f ′(x)[1 + ln f(x)]
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∵ f(x) > 0, f ′(0) = 0，

∴要使该函数在x = 0处取得极小值，则在邻域(−δ, 0)上y′ < 0，在邻

域(0, δ)上y′ > 0，

乁为 f ′′(0) > 0，则在邻域(0, δ)上f ′(x) > 0，在邻域(−δ, 0)上f ′(x) < 0；

∵ f(0) > 1,∴在去心邻域(−δ, 0) ∪ (0, δ)上1 + ln f(x) > 0，

此时满足在邻域(−δ, 0)上y′ < 0，在邻域(0, δ)上y′ > 0，乁正确。
乂：f ′′(0) < 0，则在邻域(0, δ)上f ′(x) < 0，在邻域(−δ, 0)上f ′(x) > 0；

∵ f(0) > 1,∴此时与乁相反，y = f(x) ln f(x)在x = 0处取极大值，乂错
误。

乃： ∵ f(0) < 1,∴在去心邻域(−δ, 0) ∪ (0, δ)上1 + ln f(x)正负不定，

若f(0) < 1
e
，则在邻域(−δ, 0)上y′ > 0，在邻域(0, δ)上y′ < 0，

此时y = f(x) ln f(x)在x = 0处取极大值，乃错误。
乄为同理：∵ f(0) < 1,∴在去心邻域(−δ, 0) ∪ (0, δ)上1 + ln f(x)正负不定，

无法确定y = f(x) ln f(x)在x = 0处一定取极小值，乄错误。

串、 ∵ f(x)二阶可导，且f(x) 6= 0，ϕ(x) = lim
t→0

[ f(x+t)
f(x)

]
x

sin t

∴ ϕ(x) = lim
t→0

[1 +
1
f(x)

f(x+t)−f(x)

]
f(x)

f(x+t)−f(x)
· x
sin t ·

f(x+t)−f(x)
f(x)

= lim
t→0

e
x

sin t ·
f(x+t)−f(x)

f(x)

= e
lim
t→0

x
sin t ·

f(x+t)−f(x)
f(x)

= lim
t→0

e
x

sin t ·
tf′(x)
f(x)

= e
xf′(x)
f(x)

∴ ϕ′(x) =
[f ′(x) + xf ′′(x)]f(x)− xf ′2(x)

f2(x)
e
xf′(x)
f(x)

丳、
y = (sin2x+ cos2x)2 − 2sin2xcos2x = 1− 1

2
(sin 2x)2

∴ y′ = − sin 4x

∴ y(n) = −4n−1 sin(4x+
n− 1

2
π)

临、 dy = f ′(x+ y)(dx+ dy)
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丱丳

∵一阶导数不为丱，∴ dy
dx

= f ′(x+y)
1−f ′(x+y)

∴
dy

dx
=

1

1− f ′(x+ y)

∴
d2y

dx2
=

d

dx
[
f ′(x+ y)

1− f ′(x+ y)
] =

f ′′(x+ y)(1 + dy
dx

)[1− f ′(x+ y)] + f ′(x+ y)f ′′(x+ y)(1 + dy
dx

)

[1− f ′(x+ y)]
2

=
f ′′(x+ y) 1

1−f ′(x+y)
[1− f ′(x+ y)] + f ′(x+ y)f ′′(x+ y) 1

1−f ′(x+y)

[1− f ′(x+ y)]
2

=
f ′′(x+ y)

[1− f ′(x+ y)]
3

丵、 f ′(x) = 6x− 3Ax−4

∵ A > 0, x > 0,∴令f ′(x) = 0，得x = (A
2

)
1
5 易知x = (A

2
)

1
5时f(x)取极小

值也是(0,+∞)上最小值

∴令f((A
2

)
1
5 ) = 3(A

2
)
串
丵 +A · 丨A

2
丩 中

3
5 > 20，得A > 64

∴乁至少应取丶临。

丶、
·
x(t) = 3t2 + 3,

··
x(t) = 6t

·
y(t) = 3t2 − 3,

··
y(t) = 6t

∴ d2y
dx2 = (3t2+3)6t−(3t2−3)6t

[3t2+3]3
= 36t

[3t2+3]3

∵
·
x(t) = 3t2 + 3 > 0恒成立，

∴x(t)在(−∞, 0)上单调递增。

丱：若函数图像上凸，则令 d2y
dx2 < 0，得t < 0 ∴ x < 1

即y = y(x)为凸的区间为(−∞, 1)；

串：若函数图像下凸，则令 d2y
dx2 > 0，得t > 0 ∴ x > 1即y = y(x)为凸的区

间为(1,+∞)。

丷、易知方程2x − x2 = 1有实根x = 0, x = 1，且x < 0时此方程无实根。

设f(x) = 2x − x2 − 1，

则f ′(x) = 2x ln 2 − 2x，f ′′(x) = 2x(ln 2)2 − 2，f (3)(x) = 2x(ln 2)3 > 0恒

成立。

若f(x) = 2x − x2 − 1有临个零点，
反复使用罗尔定理可得：f (3)(x)必有一零点，与上述结论矛盾；
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同理：当f(x) = 2x − x2 − 1的零点个数大于临时，f (3)(x)必有零点，矛

盾；

因此f(x)的零点个数只能为串或丳。
∵ f(2) = −1 < 0, f(5) = 6 > 0，且f(x)是连续函数，

∴ (2, 5)上必有零点，即f(x)有三个零点，

∴方程2x − x2 = 1有且仅有三个实根。

丸、构造函数f(x) = xe−x，要确定方程xe−x = a的实根个数，即确定曲线f(x) =

xe−x与直线的交点个数。

f ′(x) = (1− x)e−x，

由图像易知：f(x)在(−∞, 1)上单调递增，在(1,+∞)上单调递减， lim
x→+∞

xe−x =

0，

f(1) = 1
e
是极大值也是最大值，且x > 0时，f(x) > 0；x < 0时，f(x) <

0。

∵ a > 0，

∴ a ∈ (0, 1
e
)时，有两个交点，即方程xe−x = a有两个实根；

a = 1
e
时，有一个交点，即方程xe−x = a有一个实根；

a ∈ ( 1
e
,+∞)时，无交点，即方程xe−x = a无实根。

丹、 丨丱丩当x = 1时，(x2 − 1) lnx = (x− 1)2，

要证明(x2 − 1) lnx > (x− 1)2，

即证明当x > 1时，lnx+ 2
x+1
−1 > 0恒成立；x < 1时，lnx+ 2

x+1
−1 < 0恒

成立。

设f(x) = lnx+ 2
x+1
− 1，则f ′(x) = 1

x
− 2

(x+1)2 = x2+1
x(x+1)2 > 0

因此f(x)在(0, 1)和(1,+∞)上均单调递增。

当x > 1时，f(x) > f(1) = 0，即lnx+ 2
x+1
− 1 > 0，

当x < 1时，f(x) < f(1) = 0，即lnx+ 2
x+1
− 1 < 0，

∴综上所述：(x2 − 1) lnx > (x− 1)2（其中x > 0）

丨串丩令t = b
a
, (t > 1)

要证明ln b
a
> 2(b−a)

a+b
，即证明ln t > 2(t−1)

t+1
，即ln t+ 临

t+1
− 2 > 0，

设f(t) = ln t+ 4
t+1
− 2, (t > 丱)，则f ′(t) = 1

t
− 4

(t+1)2 = (t−1)2

t(t+1)2 > 0，

因此f(t)在(1,+∞)上单调递增，∴ f(t) > f(1) = 0

∴ ln b
a
> 2(b−a)

a+b
（其中b > a > 0）
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丱丰、将ex − 1 = xeθx变形为θ = ln(ex−1)−ln x
x

，

∵ lim
x→0

x = lim
x→0

[ln(ex − 1)− lnx] = lim
x→0

ln ex−1
x

= 0

∴由洛必达法则：

lim
x→0

θ = lim
x→0

ln(ex − 1)− lnx

x
= lim

x→0
(

ex

ex − 1
− 1

x
) = lim

x→0
[1 +

x− ex + 1

x(ex − 1)
]

= 1 + lim
x→0

x− ex + 1

x2
= 1 + lim

x→0

1− ex

2x
= 1 + lim

x→0

−ex

2
=

1

2

∴ lim
x→0

θ =
1

2

丱丱、 丨丱丩

lim
x→丰

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

x ln(1 + x)− x2
= lim

x→丰

sin x
cos x
− sinx

[x ln(1 + x)− x2](
√

1 + tanx+
√

1 + sinx)

= lim
x→丰

sinx 1−cos x
cos x

2x[ln(1 + x)− x]
= lim

x→丰

1− cosx

2[ln(1 + x)− x]
= lim

x→丰

1
2
x2

2(− 1
2
x2)

= −1

2

丨串丩由洛必达法则：

lim
x→丰

√
1 + x 丫

√
1− x− 2

x2
= lim

x→丰

1
2
√

1+x
− 1

2
√

1−x

2x
=

1

4
lim
x→丰

√
1− x−

√
1 + x

x
√

1− x2

=
1

4
lim
x→丰

−2x

x
√

1− x2(
√

1 + x+
√

1− x)
=

1

4
lim
x→丰

−2√
1− x2(

√
1 + x+

√
1− x)

= −1

4

丨丳丩将f(x) = sin 6x在x0 = 0处乔乡乹乬乯乲展开，得：sin 6x = 6x− 36x3 + o(x3)，

∴ lim
x→0

sin 6x+ xf(x)

x3
= lim

x→0

x[f(x) + 6]− 36x3 + o(x3)

x3
= 0

即

lim
x→0

x[f(x) + 6]− 36x3

x3
= lim

x→0

f(x) + 6− 36x2

x2
= 0

∴ lim
x→0

6+f(x)
x2 = 36

丨临丩 x = 0时，y = 1，即f(0) = 1，

对题中方程求导，得：dy − dx = ex(1−y)[(1− y)dx− xdy]

代入x = 0，y = 1，得 dy
dx
|x=0 = 1，即f ′(0) = 1

由洛必达法则： lim
n→∞

n[f( 1
n

)− 1] = lim
x→0

f(x)−1
x

= f ′(0) = 1
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丱串、由题可知： lim
x→0

ex−1−sin x
axn

= 1 ∵ lim
x→0

(ex − 1− sinx) = lim
x→0

axn = 0由洛必

达法则： lim
x→0

ex−cos x
naxn−1 = 1

∵ lim
x→0

(ex − cosx) = lim
x→0

naxn−1 = 0，

∴由洛必达法则： lim
x→0

ex+sin x
n(n−1)axn−2 = 1

∵ lim
x→0

(ex + sinx) = 1， lim
x→0

n(n− 1)axn−2 = 1

∴ n = 2, a = 1
2
。

丱丳、构造辅助函数：g(x) = ex[f(x)− 1]，则g′(x) = ex[f(x) + f ′(x)− 1]

由条件可知：g(a) = g(b) = 0，且g(x)在[a, b]上连续，在(a, b)内可导

∴由罗尔中值定理：存在η ∈ (a, b)，使

g′(η) = eη[f(η) + f ′(η)− 1] =
g(a)− g(b)

a− b
= 0

∴ f(η) + f ′(η) = 1令η = ξ，则：eη−ξ[f(η) + f ′(η)] = f(η) + f ′(η) = 1即

存在ξ, η ∈ (a, b)，使ξ, η ∈ (a, b)

丱临、 ∵ f(x) [0, 1]上有二阶连续导数，且 min
06x61

f(x) = −1，

设f(c) = −1, c ∈ (0, 1)，易知：f ′(c) = 0

并将f(x)在x = c处泰勒展开，得：f(x) = f(c)+f ′(c)(x−c)+ f ′′(ξ)
2

(x− c)2

∴ f(0) = −1 + f ′′(ξ1)
2

c2 = 0，f(1) = −1 + f ′′(ξ2)
2

(1− c)2 = 0

∴ f ′′(ξ1) = 2
c2
, f ′′(ξ2) = 2

(1−c)2，

∴ max
06x61

|f ′′(x)| > max{|f ′′(ξ1)| , |f ′′(ξ2)|} = max{
∣∣ 2
c2

∣∣ , ∣∣∣ 2
(1−c)2

∣∣∣}
当且仅当c = 1

2
时，max{

∣∣ 2
c2

∣∣ , ∣∣∣ 2
(1−c)2

∣∣∣} = 8，

当c 6= 1
2
时，max{

∣∣ 2
c2

∣∣ , ∣∣∣ 2
(1−c)2

∣∣∣} > 8，

∴ max
06x61

|f ′′(x)| > 8。

丱丵、设a = min{f(0), f(1), f(2)}，b = max{f(0), f(1), f(2)}
则6a 6 6 6 6b,∴ a 6 1 6 b

∵ f(x)在[0, 3]上连续，在(0, 3)内可导，

∴由介值定理可知：存在η ∈ [0, 2]，使得f(η) = 1，

又∵ f(3) = 1，由罗尔中值定理：存在ξ ∈ (η, 3)，使f ′(ξ) = f(3)−f(η)
3−η =

0，

因此也必存在ξ ∈ (0, 3)，使f ′(ξ) = 0。
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丱丷

丱丶、假设在[0,+∞)上f(x)不恒等于丰，分以下三类情况进行讨论：
丱：x0是f(x)的零点，且左右异号，则必有|f ′(x0)| > |f(x0)| = 0，不符合

条件；

串：若在[0,+∞)上f(x) > 0恒成立，则有：f ′(x) 6 f(x)，

设函数g(x) = e−xf(x)，则g′(x) = e−x[f ′(x)− f(x)] 6 0，

∴ g(x)在[0,+∞)上单调递减，

∴ g(x) 6 g(0) = 0，即f(x) 6 0，

∴ f(x) = 0；

丳：若在[0,+∞)上f(x) 6 0恒成立，则有：f ′(x) > f(x)，

设函数g(x) = e−xf(x)，则g′(x) = e−x[f ′(x)− f(x)] > 0，

∴ g(x)在[0,+∞)上单调递增，∴ g(x) > g(0) = 0，即f(x) > 0，

∴ f(x) = 0；

综上所述：在[0,+∞)上，f(x) ≡ 0。

丱丷、 丨丱丩 ∵ f(x)是奇函数，在[−1, 1]上具有二阶函数，且f(1) = 1，

∴ f(0) = 0, f(−1) = −1

由乌乡乧乲乡乮乧乥中值定理可知：存在ξ ∈ (0, 1)，使得f ′(ξ) = f(1)−f(0)
1−0

= 1。

丨串丩 ∵ f(0) = 0, f(−1) = −1，

∴由乌乡乧乲乡乮乧乥中值定理可知：存在ξ′ ∈ (−1, 0)，使得f ′(ξ′) = f(−1)−f(0)
−1−0

=

1。

构造函数g(x) = ex[f ′(x)− 1]，

则g(ξ) = g(ξ′) = 0，g′(x) = ex[f ′(x) + f ′′(x)− 1]，

由乌乡乧乲乡乮乧乥中值定理可知：存在η ∈ (ξ′, ξ)，使得g′(η) = g(ξ)−g(ξ′)
ξ−ξ′ = 0，

即存在η ∈ (−1, 1)，使得f ′′(η) + f ′(η) = 1。
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第三章 章末习题

丱、选择题
丨丱丩乄

乁、如函数

F (x) =


x2 sin

1

x2
, x 6= 0

0, x = 0

, F ′(x) = f(x) =


2x sin

1

x2
− 2

x
cos

1

x2
, x 6= 0

0, x = 0

∵ f(x)在[−1, 1]上无界，故不可积。

乂、由乁中函数知，f(x)在x = 0处不一定连续。

乃、因为不知f(x)是否连续，因而不一定。

乄、明显正确，F ′(x) f(x)

丨串丩乄

乁、如函数 f(x) =

x+ 1, x > 0

x, x < 0
在[−1, 1]上可积，但在x = 0处有跳

跃间断点，不具有原函数。

乂、由乁中可知、乂错误

乃、比如函数 f(x) =

0, x = 1
n

x, x 6= 1
n

n ∈ N+ ，有几何意义可知
∫ 1

0
f(x)dx = 1

2
，

明显可积，但有无数个可去间断点。

乄、乄为可积的必要条件，可积则必有界。

丨丳丩乁 ∵ F (x)为连续函数，则F (x)可表示为F (x) =
∫ x

0
f(t)dt+ C

乁、F (−x) =
∫ −x

0
f(x)dx+ C令

m = −t⇒ dt = −dm

⇒ F (−x) =

∫ x

0

f(m)dm+ C = F (x)
因

此乁正确
乂、同理可推出F (−x) = −

∫ x
0
f(m)dm+ C不一定等于−F (x)，乂错误

仲英书院学业辅导中心



丱丹

乃、取函数f(x) = sinx+ 1⇒ F (x) = x− cosx+ C可知F (x)不为周期函

数，因此乃错误
乄、可知F ′(x) = f(x)，若f(x) 6 0⇒ F (x)单减、乄错误。

丨临丩乄
分析：定理：若f(x) ∈ C[a, b]且x = ϕ(t) ∈ C1[α, β], α 6 t 6 β, a 6 ϕ(t) 6 b

又ϕ(α) = a, ϕ(β) = b则有：
∫ b
a
f(x)dx =

∫ β
α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt

由上述定理

乁、x =
√
x⇒ x′(t) = 1

2
√
x
在x = 0处不连续。

乂、x = 1
t
在x = 0处不连续。

乃、t = tanx，在x = π
2
处间断。

乄、满足所有条件。

串、分析：讨论连续性一般对于间断点要分别计算左右极限并与此处函数值作
比较。若 lim

x→a+
f(x) = lim

x→a−
f(x) = f(a)，则f(x)在x = a处连续。

右极限

丽 lim
x→0+

sin 2(ex − 1)∫ x
0

√
1 + t3dt

= lim
x→0+

2x∫ x
0

√
1 + t3dt

= lim
x→0+

2√
1 + x3

= 2

左极限

丽 lim
x→0−

∫ x
0

cos2tdt

x
= lim

x→0−

cos2x

1
= 1

因此f(x)在x = 0处为跳跃间断点。

当x 6= 0时，f(x)为初等函数，处处连续。

丳、分析：g(x)为函数f(x)的反函数⇒g(f(x)) = x

对
∫ f(x)

丱 g(t)dt = 1
3
(x

3
2 − 8)两端求导

⇒ xf ′(x) = 1
2

√
x⇒ f ′(x) = 1

2
√
x
⇒ f(x) =

√
x+ C

⇒ x = (f(x)− C)2 ⇒ g(t) = (t− C)2 > 0

取x = 4⇒
∫ f(4)

1
g(t)dt = 0,

∵ g(t) > 0⇒ f(4) = 1⇒ C = −1由此可知 f(x) =
√
x− 1

临、分析：利用定积分求极限，有时需要利用夹逼的方法。
丨丱丩

lim
n→+∞

n∑
k=1

1

n+ k
= lim

n→+∞

1

n

n∑
k=1

1

1 + k
n

=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = ln 2
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串丰 第三章 章末习题

丨串丩由夹逼有

串
k
n

n+ 1
6

2
k
n

n+ 1
k

6
2
k
n

n+ 1
n

⇒ lim
n→∞

n∑
k=1

n

1 + n

1

n
2
k
n 6 lim

n→∞

n∑
k=1

2
k
n

n+ 1
k

6 lim
n→∞

n∑
k=1

n

n+ 1
n

1

n
2
k
n

⇒原式 丽
∫ 丱
丰 串

xdx = 1
ln 2

丨丳丩

lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n
)
p

=

∫ 1

0

xpdx =
1

p+ 1

丨临丩

∵ x ∈ [0,
1

2
]⇒ 0 6

xn

1 + xn
6

( 1
2
)
n

1 + ( 1
2
)
n

两端积分

⇒ 0 6
∫ 1

2

0

xn

1 + xn
dx 6

1

2

( 1
2
)
n

1 + ( 丱串)
n ⇒ lim

n→∞

∫ 1
2

0

xn

1 + xn
dx = 0

丵、分析：对于积分的计算在于平时的积累以及一些方法的掌握。想较为全面
了解这些，可以参考中科大《积分的方法与技巧》

丨丱丩原式

=

∫
ln(x+

√
1 + x2)

2
√
x2 + 1

d(x2 + 1) =

∫
ln(x+

√
1 + x2)d

√
1 + x2 =

√
1 + x2 ln(x+

√
x2 + 1)−

∫ √
1 + x2

√
1 + x2

dx

=
√
x2 + 1 ln(x+

√
x2 + 1)− x+ C

丨串丩原式=
∫

arctan ex

ex
dx = −

∫
arctan exde−x令

= −arctan t

t
+

∫
1

t(1 + t2)
dt = −arctan t

t
+

∫
1

t
dt− 1

2

∫
1

1 + t2
d(t2 + 1)

= −arctan t

t
+ ln t− 1

2
ln(1 + t2) + C

= −e−x arctan ex + x− 1

2
ln(1 + e2x) + C
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串丱

丨丳丩原式丽∫
arctanx(

1

x2
− 1

1 + x2
)dx =

∫
− arctanxd(

1

x
)−

∫
arctanxd arctanx

= −arctanx

x
+

∫
1

x(1 + x串)
dx− 1

2
arctan2x

= −arctanx

x
− 丱
串

arctan2x+

∫
1

x
dx− 1

2

∫
1

1 + x2
d(1 + x2)

= −arctanx

x
− 1

2
arctan2x+ ln

∣∣∣∣ x√
1 + x2

∣∣∣∣+ C

丨临丩令

t =
√
x⇒ x = t2 ⇒ dx = 2tdt⇒

∫
(2tcos串t− t+ t)dt =

∫
(t cos 2t+ t)dt

=
1

2
t2 +

1

2

∫
td sin 2t =

1

2
t2 +

1

2
t sin 2t− 1

2

∫
sin 2tdt

=
1

2
t2 +

1

2
t sin 2t+

1

4
cos 2t+ C

=
1

2
x+

1

2

√
x sin 2

√
x+

1

4
cos 2

√
x+ C

丨丵丩令lnx = t⇒ x = et ⇒ dx = etdt原式

=

∫
cos tdet = et sin t−

∫
sin tdet = et sin t+

∫
etd cos t

= et sin t+ et cos t+ C −
∫

cos tdet

⇒
∫
et cos tdt =

1

2
et(sin t+ cos t) + C

⇒
∫

cos lnxdx =
1

2
x(sin lnx+ cos lnx) + C

丨丶丩原式

=

∫
1 + x√
1− x2

dx =

∫
1√

1− x2
dx− 1

2

∫ 1√
1− x2

d(1− x2)

= arcsinx−
√

1− x2 + C
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串串 第三章 章末习题

丨丷丩 ∫
1

sinx
√

1 + cosx
dx =

∫
− 2

sin2x
d
√

1 + cosx

=

∫
2

(cos2x− 1)
d
√

1 + cosx

=

∫
(

1

cosx− 1
− 1

cosx+ 1
)d
√

1 + cosx

令t =
√

1 + cosx⇒ cosx = t2 − 1

=

∫
1

t2 − 2
dt−

∫ 1

t2
dt =

1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣ t−
√

2

t+
√

2

∣∣∣∣∣+
1

t
+ C

=
1√

1 + cosx
+

1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1 + cosx−
√

2
√

1 + cosx+
√

2

∣∣∣∣∣+ C

丨丸丩∫ π

丰

sinx√
1 + sinx

dx =

∫ π

0

2 sin x
2

cos x
2√

sin2 x
2

+ cos2 x
2

+ 2 sin x
2

cos x
2

dx =

∫ π

0

2 sin x
2

cos x
2

sin x
2

+ cos x
2

dx

丽
√
串
∫ π

临

中 π临

cos2m− sin2m

cosm
dm
(
m =

x

2
− π

4

)
= 2
√

2

∫ π
4

0

2 cosm− secmdm
)

= 2
√

2(2 sinm− ln |secm+ tanm|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
π
4

0

= 4− 2
√

2 ln(1 +
√

2)

丨丹丩令t = −x⇒ I =
∫ π

4

−π4
1

1+sin x
dx =

∫ π
4

−π4
1

1−sin t
dt

⇒ 2I =

∫ π
4

−π4

2

1− sin2x
dx = 4

∫ π
4

0

sec2xdx = 4 tanx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
π
4

0

= 4⇒ I = 2
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串丳

丨丱丰丩

I =

∫ a

0

dx

x+
√
a2 − x2

=

∫ π
2

0

cos t

sin t+ cos t
dt (x = a sin t)

=

∫ π
2

0

sinm

sinm+ cosm
dm
(
m =

π

2
− t
)

⇒ 串I =

∫ π
串

丰
丱dt⇒ I =

π

4

丨丱丱丩 ∫ 2 ln 2

α

etdt

et
√
et − 1

=

∫ 2 ln 2

α

2

et
d
√
et − 1

=

∫ 2 ln 2

α

2

et − 1 + 1
d
√
et − 1 =

∫ √3

√
eα−1

2

m2 + 1
dm
(
m =

√
et − 1

)
= 2 arctanm

∣∣∣√3√
eα−1

=
π

6

⇒ α = ln 2

丨丱串丩
∫ π
丰

√
sinx(1− sin2x)dx = 2

∫ π
2

0

√
sinx(1− sin2x)dx

令sinx = t⇒ x = arcsin t⇒ dx = 1√
1−t2 dt

原式 丽 2
∫ 1

0

√
t
√

1− t2 1√
1−t2 dt = 2

∫ 1

0

√
tdt = 4

3

丨丱丳丩 ∫ 2

0

f(x− 1)dx =

∫ 1

−1

f(t)dt (t = x− 1)

=

∫ 0

−1

1 + et − et

1 + et
dt+

∫ 1

0

1

1 + t
dt = ln(

1

e
+ 1) + 1

丨丱临丩

dx√
ex − 1

=

∫
2

ex
d
√
ex − 1 =

∫
2

ex − 1 + 1
d
√
ex − 1 = 2 arctan

√
ex − 1 + C

丨丱丵丩∫ e

1
e

|lnx| dx = −
∫ 1

1
e

lnxdx+

∫ e

1

lnxdx

(∫
lnxdx = x lnx− x+ C

)
= 2(1− 1

e
)
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丨丱丶丩 ∫ e

1

ln3xdx =

∫ 1

0

t3etdt
(
t = lnx⇒ x = et

)

=

∫ 1

0

t3det = t3et
∣∣∣∣10 − 3

∫ 1

0

t2det = e− 3t2et
∣∣∣∣10 +

∫ 1

0

6tdet

= −2e+ 6tet

∣∣∣∣∣∣10 − 6

∫ 1

0

etdt

= 4e− 6e+ 6 = 6− 2e

丨丱丷丩∫ 2nπ

0

1

sin4x+ cos4x
dx = n

∫ 2π

0

1

cos4x+ sin4x
dx

= 4n

∫ π
2

0

1

sin4x+ cos4x
dx = 4n

∫ π
2

0

sec2xd tanx

tan4x+ 1

= 4n

∫ +∞

0

t2 + 1

t4 + 1
dt (t = tanx) = 4n

∫ +∞

0

1 + 1
t2
dt

t2 + 1
t2

= 4n

∫ +∞

0

d(t− 1
t
)

(t− 1
t
)
2

+ 2
= 4n

1√
2

arctan(
1√
2

(t− 1

t
))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+∞

0

= 2
√

2nπ

丨丱丸丩 ∫ 1

0

xm−1(1− x)
n−1

dx =

∫ 1

0

(1− x)
n−1

d(
1

m
xm)

=
1

m
xm(1− x)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

0

+
(n− 1)

m

∫ 1

0

xm(1− x)
n−2

dx

=
(n− 1)

m(m+ 1)

∫ 1

0

(1− x)
n−2

dxm+1

=
(n− 1)(n− 2)

m(m+ 1)

∫ 1

0

xm+1(1− x)
n−3

dx

递推下去
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串丵

=
(n− 1)(n− 2) · · · (n− n+ 1)

m(m+ 1)(m+ 2) · · · (m+ n− 2)

∫ 1

0

xm+n−2dx

=
(n− 1)!

m(m+ 1) · · · (m+ n− 1)
=

(n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!

丨丱丹丩 ∫ √
x

1 + x
3
2

dx =
2

3

∫
1√

1 + x
3
2

d(1 + x
3
2 ) =

4

3

√
x
√
x+ 1 + C

丨串丰丩 ∫
(x+ x3) arccotxdx =

∫ arccotxd(
1

2
x2 +

1

4
x4)

= (
1

2
x2 +

1

4
x4) arccotx+

∫
2x2 + x4

4(1 + x2)
dx

= (
1

2
x2 +

1

4
x4) arccotx+

∫
(x2 + 1)

2 − 1

4(x2 + 1)
dx

=
1

4
(1 + x2)2 arccotx+

1

4
x+

x3

12
+ C

丨串丱丩 ∫
x tanxsec4xdx =

∫
xsec3xd secx

=
1

4

∫
xdsec4x =

1

4
xsec4x− 1

4

∫
sec2xd tanx

=
1

4
xsec4x− 1

4

∫
(tan2x+ 1)d tanx

=
1

4
xsec4x− 1

12
tan3x− 1

4
tanx+ C

丨串串丩法一、

∫
x+ 1√

1
4
− (x2 − x+ 1

4
)

=

∫ 1

2

2x− 1 + 3√
1− (2x− 1)

2
d(2x− 1)

= −1

4

∫
d(1− (2x− 1)

2
)√

1− (2x− 12
+

∫
3

2

1√
1− (2x− 1)

2
d(2x− 1)

=
3

2
arcsin(2x− 1)−

√
x− x2 + C
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法二、化为有理积分∫
x+ 1

(1− x)
√

x
(1−x)

dx =

∫
2t2 + 1

t
d(− 1

t2 + 1
)

(
t =

√
x

1− x

)

= −(2t2 + 1)

t(t2 + 1)
+

∫
2

1 + t2
dt−

∫
dt

t2(t2 + 1)

= 3 arctan t− t

t2 + 1
+ C

= −
√
x− x2 + 3 arctan

√
x

1− x
+ C

丶、证明：

∫ 2π

0

f(
√
a2 + b2 sin(x+ ϕ))dx =

∫ 2π+ϕ

ϕ

f(
√
a2 + b2 sin tdt (t = x+ ϕ)

=

∫ π

−π
f(k sin t)dt

(
k =
√
a2 + b2

)
=

∫ 0

−π
f(k sinx)dx+

∫ π

0

f(k sinx)dx

= 2

∫ 0

−π2

f(k sinx)dx+ 2

∫ π
2

0

f(k sinx)dx = 2

∫ π
2

−π2

f(k sinx)dx

= 2

∫ π
2

−π2

f(
√
a2 + b2 sinx)dx =right

丷、证明：

f(n) =

∫ π
4

0

tann−2x(sec2x− 1)dx =

∫ π
4

0

tann−2xd tanx− f(n− 2)

⇒ f(n) + f(n− 2) =
1

n− 1
tann−1x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

π
4

0

=
1

n− 1

得证

丸、法一： α ∈ (01)要证明
∫ α

0
f(x) dx > α

∫ 1

0
f(x)dx ，只需证

∫ α
0
f(x)dx

α
>∫ 1

0
f(x)dx

1
令

F (t) =

∫ t
0
f(x)dx

t
⇒ F ′(t) =

tf(t)−
∫ t

0
f(x)dx

t2
=
f(t)− f(ξ)

t
, (0 < ξ < t)
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∵ f(x)在[0, 1]上单减⇒ F ′(t) > 0⇒ F (α) > F (1)得证

法二：
∫ α

0
f(x)dx = α

∫ 1

0
f(αt)dt (x = αt) = α

∫ 1

0
f(αx)dx

等价于证明：

α

∫ 丱

0

f(αx)dx > α

∫ 1

0

f(x)dx⇒
∫ 丱

丰
f(αx)dx >

∫ 1

0

f(x)dx,

∵ α ∈ (0, 1)⇒ f(αx) > f(x)

原式成立

丹、

f(
1

x
) =

∫ 1
x

1

ln t

1 + t
dt =

∫ x

1

lnm

m(1 +m)
dm(m =

1

t
)⇒ f(x) + f(

1

x
) =

∫ x

1

ln t

t
dt

=

∫ x

1

ln td ln t =
1

2
ln2x

丱丰、

∫ π

0

[f(x) + f ′′(x)] sinxdx =

∫ π

0

f(x) sinxdx−
∫ π

0

sinxdf ′(x)

丽
∫ π

丰
f(x) sinxdx−

∫ π

0

cosxdf(x) = −f(x) cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
π

0

= f(0) + f(π) = 5

⇒ f(0) = 3

丱丱、∵ −1 < y < 1可知将积分分段有：

原式=
∫ y
−1

(y − x)exdx+
∫ 1

y
(x− y)exdx = 2ey − (e+ 1

e
)y − 2

e

丱串、左边
= lim

x→+∞
(1 +

2c

x− c
)
x−c
2c

2cx
x−c = lim

x→+∞
e

x
x−c 2c = e2c

右边

丽
∫ c

−∞
xe2xdx =

1

2
xe2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c

−∞

− 1

2

∫ c

−∞
e2xdx = (

1

2
c− 1

4
)e2c = e2c ⇒ c =

5

2
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串丸 第三章 章末习题

丱丳、

y(x) = lim
α→+∞

x

1 + x2 − eαx
=

0, x > 0

x

1 + x2
, x < 0

分析可知：

S =

∫ 0

−1

x

2
− y(x)dx+

∫ 1

0

x

2
dx =

∫ 0

−1

−y(x)dx =
1

2
ln 2

丱临、由题可知：

V = π

∫ π

0

e−2x sinxdx = −π
∫ π

0

e−2xd cosx

= π + πe−2π − 2π

∫ π

0

e−2xd sinx

= π + πe−2π − 4π

∫ π

0

e−2x sinxdx⇒ V =
π(1 + e−2π)

5

丱丵、设切点为(x0, y0)由对称性取x0 > 0

k = y′ |x=x0
= −2x0 ⇒ y − (1− x0

2) = −2x0(x− x0)⇒ y = −2x0x+ x0
2 + 1

由此算得截距从而得：

S(x0) =
1

2
(x0

2 + 1)
(x0

2 + 1)

2x0

=
1

4
(x0

3 + 2x0 +
1

x0

)

⇒ S′(x0) =
1

4
(3x0

2 + 2− 1

x0
2
)

令 S′(x0) = 0,∵ x0 > 0⇒ x1 = 1√
3

又 lim
x→0+

S(x) = lim
x→+∞

S(x) = +∞ > S(x1)⇒ S(x1)即为最小值

由对称性，可知使得面积最小的切点为P (± 1√
3
, 2

3
)

丱丶、构造函数F (x) = xf(x)

∵ F (1) = f(1) = 2
∫ 1

2

0
xf(x)dx = ξ1f(ξ1) = F (ξ1)

(
0 < ξ1 <

1
2

)
由罗尔定理⇒ ∃ξ ∈ (ξ1, 1) F ′(ξ) = f(ξ) + ξf ′(ξ) = 0

得证
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第四章 章末习题

丱、选择题
丨丱丩乄
解析：所给的是一阶线性齐次微分方程，其通解应该仅包含一个任意常

数乃，而题设y1，y2为不同特解，y1 − y2 6= 0，故乄正确；
乁中含有两个任意常数，乂中若y2 = 0，则不能表示通解，乃同理，若y1 +

y2 = 0则不能表示通解，故排除选项乁、乂、乃。

丨串丩乃
解析：将原方程简写为L(y) = 0，其中为线性微分算子。则有 L(C1y1 +

C2y2) = C1L(y1) + C2L(y2) = 0，

故C1y1 + C2y2是微分方程的解。

未知y1与y2是否线性相关，故无法判断C1y1 + C2y2是否为通解。

丨丳丩乁
解析：将x0代入原微分方程可得f(x0)− 2f ′(x0) + 4f(x0) = 0，即

f ′′(x0) = −4f(x0) < 0，故函数f(x)在点x丰处取得极大值。

丨临丩乁
解析：原线性齐次微分方程对应的特征方程为λ2 + bλ + 1 = 0丮分情况讨

论：

（丱）原微分方程的通解为y = C1e
λ1x + C2e

λ2x丬则有λ1 < 0, λ2 < 0，故

有∆ = b2 − 4 > 0, λ1 + λ2 = −b < 0，亦即b > 2；

（串）原微分方程的通解为y = (C1 + C2x)eλx，则λ = −1, b = 2；

（丳）原微分方程的通解为y = eαx(C1 cosβx+C2 sinβx)丬则α 6 0,∆ < 0，

即0 6 b < 2丮
综上所述，b > 0丮
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丳丰 第四章 章末习题

丨丵丩乃
解析：原线性齐次微分方程对应的特征方程为λ3 + aλ2 + bλ+ c = 0，而

y1 = ex, y2 = x是两个特解，则y3 = 1必是一个特解，说明特征方程的根

为λ1 = λ2 = 0, λ3 丽 丱丮 所以原特征方程为
λ2(λ− 1) = 0，即a = −1, b = c = 0丮

串、 丨丱丩设y′ = p，则原方程可化为


dp

dx
+ 2xp2 = 0

p(0) = 0, y(0) = 1

，

解第一个方程，当p 6= 0时，−dp
p2 = 2x，

得p = 1
x2+C

与p(0) = 0条件不符；

故p = 0，又由y (0) = 1得y = 1丮

丨串丩对应线性齐次方程的特征方程为λ3 +3λ2 +3λ+1 = 0丮故特征根为λ1 = λ2 =

λ3 = −1。

从而线性齐次方程的通解为y = (C1 +C2x+C3x
2)e−x丮现求非齐次线性方

程的一个特解丮由于µ = −1是特征方程的三重根，

故应令y∗ = x3(B0 +B1x)e−x丮求导后代入原方程，化简得24B1x+18B0 =

x− 5，比较同幂次的系数，得24B1 = 1, 6B0 = −5，从而B1 = 1
24
, B0 = − 5

6
丮

所以，原方程的通解为y = (C1 + C2x+ C3x
2)e−x + ( 1

24
x4 − 5

6
x3)e−x

丨丳丩对应线性齐次方程的特征方程为λ2 + 1 = 0丮故特征根为λ1 = i, λ2 = −i丮
从而线性齐次方程的通解为y = C1 cosx + C2 sinx丮 将方程右边拆成两部

分：y′′ + y = x和y′′ + y = cosx求特解。

对于前半部分：由于不是特征根，故应令y∗ = B0 + B1x，求导后代入原

方程，化简得B0 + B1x = x，比较系数得B0 = 0, B1 = 1，从而前半部分的一

个特解为y∗ = x丮
对于后半部分：为求原方程的一个特解，先求微分方程y′′ + y = eix的特

解，由于乩是单根，故令y∗ = xB0e
ix丮求导后代入方程并化简得2iB0 = 1丮比较

系数得B0 = 1
2i

= − 1
2
i，从而特解为y∗ = − 1

2
ix(cosx + i sinx)丮它的实部yR∗ =

1
2
x sinx就是后半部分的一个特解，

于是原方程的通解为y = C1 cosx+ C2 sinx+ x+ 1
2
x sinx丮

（注：这里在求y′′ + y = cosx的特解时也可以直接设y∗ = x(C1 cosx +

C2 sinx)）
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丨临丩解：对应的特征方程为λ2 + µ = 0丮对µ的正负分情况讨论：
（丱）当µ < 0时，特征根为λ1 =

√
−µ, λ2 = −

√
−µ丮故通解为y = C1e

√
−µx+

C2e
−
√
−µx丮

（串）当µ = 0时，通解为y = C1 + C2x丮（丳）当µ > 0时，特征根为λ1 =
√
µi, λ2 = −√µi丮
故通解为y = C1 cos

√
µx+ C2 sin

√
µx丮

丳、对应特征方程的根λ1 = λ2 = −1, λ3 = 1丮从而特征方程为(λ+ 1)2(λ− 1) =

0，即λ3 + λ2 − λ − 1 = 0丮 故以y1, y2, y3为特解的三阶常系数线性齐次微分方

程为y′′′ + y′′ − y′ − y = 0丮

临、将等式移项得f ′(x) = −f(x) + 1
x+1

∫ x
0
f(t)dt，显然等式右边在[0,+∞)上

可导，故f ′(x)在[0,+∞)上也可导。

令x = 0得f ′(0) = −1丮等式两边同乘(x+ 1)得(x+ 1)f(x) + (x+ 1)f ′(x) =∫ x
0
f(t)dt丮
再两边求导得(x + 2)f ′(x) + (x + 1)f ′′(x) = 0丮 令f ′(x) = p，则原方程化

为(x+ 2)p+ (x+ 1) dp
dx

= 0丮
p 6= 0时dp

p
= −x+2

x+1
dx丮 两边积分得p = 1

C(x+1)ex
丮代入p(0) = −1得p =

f ′(x) = − 1
(x+1)ex

丮
由于f ′(x) < 0恒成立，故f(x) 6 f(0) = 1(x ∈ [0,+∞))丮
记g(x) = f(x) − e−x，则g′(x) = f ′(x) + e−x = xex

x+1
> 0恒成立，g(x) >

g(0) = 0，即f(x) > e−x丮
故e−x 6 f(x) 6 1丮

丵、用常数变易法，求得原方程的通解为e−ax[
∫ x

0
f(t)eatdt+ C]丮由于f(x)在[0,+∞)

上有界，设|f(x)| 6M ，则当|f(x)| 6M 时，y = e−ax[
∫ x

0
f(t)eatdt+ C]

|y| =
∣∣∣∣e−ax[

∫ x

0

f(t)eatdt+ C]

∣∣∣∣ 6 ∣∣Ce−ax∣∣+ e−ax
∣∣∣∣∫ x

0

f(t)eatdt

∣∣∣∣ 6 |C| 丫 乍乥−ax ∫ x

0

eatdt

=
M

a
(1− e−ax) + |C| 6 |C|+ M

a

故微分方程的解在[0,+∞)上有界。

丶、 丨丱丩由从小孔流出的液体的体积与瓶中减少的体积相同的关系，建立 乨关于
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乴的微分方程：−π · ( 0.01
2

)2 · vdt = π( 1
2
)2dh，代入v并化简得 dh√

h
= −c · 10−4 ·

√
2g · dt丮
两边积分，并代入初值条件h(0) = 2得

√
h = − c

2
· 10−4 ·

√
2g · t+

√
2丮

令h = 0，得t = 2×104

c
√
g
丮

丨串丩设容器母线方程为x = x(h)，由（丱）中方程同理，有S · c ·
√

2gh·dt =

π · x2(h) · dh（乓为小孔的面积），得dh
dt

= Sc
√

2gh
πx2(h)

= v（液面下降速度）。

故得h = (πv
Sc

)2 · x4

2g
丮即容器母线方程为y = (πv

Sc
)2 · x4

2g
丮

丷、设曲线方程为y = f(x)，由面积关系可列方程
∫ x

0
f(t)dt = 1+f(x)

2
x+ x丳，化

简得 dy
dx
− 丱

x
y = − 1

x
− 6x，为一阶线性微分方程。

先求齐次方程的解，得y = Cx丮再将乃改为关于乸的函数并代入原方程，
得y = 1 − 6x2 + C̃x，再将点(1, 0)代入，得曲线方程为y = −6x2 + 5x + 1丮
S1 = y2(x0)

2y′(x0)
丸、点(x0, y0)处的切线方程为y = y′(x0)(x − x0) + y(x0)，令y =

0得x = x0 − y(x0)
y′(x0)

丮故S1 = y2(x0)
2y′(x0)

丮

由2S1−S2 = 1可列出方程y2(x)
y′(x)
−
∫ x

0
y(t)dt = 1丮令x = 0可得初值条件y2(0) =

y′(0) = 1丮两边求导并化简得yy′′ = (y′)2丮
令y′ = p，则原方程可化为p = y dp

dy
丮积分并代入初值条件得p = y丮再次积

分并代入初值条件，得y = ex丮
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